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Гидросепарация зерновых материалов и продуктов размола широко используется в различных отраслях производства. При 
этом свойства отдельных зерновок и плотность жидкости могут варьировать, что в значительной мере влияет на точность 
процесса разделения на фракции. Повышение технологической эффективности фракционирования зерновых материалов 
посредством воздействия на них неравномерных аэрогидромеханических структур обеспечивает условия стабилизации, 
ориентации и вращения зерновок, что приводит к более полному выявлению их физико-механических свойств. На основе 
законов теоретической механики сформулированы как задача получения фракций зерновых материалов, так и методы ее 
практического решения. Определены условия движения и закручивания зерновки (эллипсоида вращения) посредством 
движения жидкости во вращающейся трубке. Получены дифференциальные уравнения, определяющие условия вращения 
зерновки от перемещения вдоль оси трубки. Выявлены условия действия силы Жуковского на зерновку при вводе ее в 
прямолинейный гидропоток. Проведенные расчеты на ЭВМ определили траектории движения зерновок, формирование 
фракций с учетом их свойств и силы Жуковского и показали возможность повышения технологической эффективности при 
формировании фракций. 
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Введение  
Разделение зерновых материалов по комплексу 

свойств, проявляемых в процессе аэрогидромехани-
ческого воздействия на них, широко известно [1, 2]. 
При этом следует отметить, что разработка неравно-
мерных аэрогидромеханических структур с целью 
стабилизации, ориентации и вращения зерновки (эл-
липсоида вращения) приводит к значительному по-
вышению эффективности разделения зерновых ма-
териалов. Широкое применение процессов дробле-
ния при переработке зерна в агропромышленном 
комплексе и материалов в промышленных произ-
водствах [3–5] определяет состав, качество и все 
возрастающий их объем, который необходимо под-
вергать разделению и классификации [6,7]. 

Целью данной работы является повышение тех-
нологической эффективности фракционирования в 
процессе гидросепарации зерновых материалов. 

Постановка задачи 
Гидросепарация зерновых материалов осу-

ществляется на основе гидромеханического воздей-
ствия на частицу определенной формы. Несущей 
средой для материала (рис. 1) является вода. 

Предлагаемый способ включает приемник мате-
риала (В), заполненный водой, уровень которого 
поддерживается постоянным. В нем имеется ряд 
круглых отверстий, в которых пропущены верти-
кальные трубки, вращающиеся с заданной угловой 
скоростью Ω. Нижняя часть каждой трубки прохо-
дит через круглое отверстие в верхней части пря-
моугольного лотка (D). На боковой стороне лотка 
имеется секционный приемник (Е) для формирова-
ния фракций материала. 

Рис. 1. Схема процесса гидросепарации 

Частицы, подаваемые в приемник (В), вместе с 
жидкостью проходят через трубки, где каждая приоб-
ретает некоторую угловую скорость, зависящую от 
индивидуальных параметров. При выходе из трубок 
они попадают в равномерный поток воды, заполняю-
щий лоток и имеющий заданную скорость ܷ௫. Взаи-
модействие вращающейся частицы с этим потоком 
приводит к боковому смещению траектории дви-
жения частицы, которая существенно зависит от ее 
вращения (эффект Магнуса). Различие в траектори-
ях позволяет сепарировать зерновой материал, 
группируя его по фракциям. В дальнейшем каждую 
частицу будем рассматривать как эллипсоид вра-
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щения с большой полуосью b, малой полуосью а и 
плотностью ߩ. Считаем данными плотность воды ߩо и коэффициент динамической вязкости ߤ. 

Выбор конструктивных параметров 
Расход жидкости в каждой трубке, соответ-

ственно производительность процесса, зависит от 
вертикальной средней скорости ௭ܷ движения жид-
кости в трубке. Эта скорость при установившемся 
течении будет постоянной. Примем плотность ча-
стиц ߩ, близкую к плотности воды ߩо. Тем самым 
частица будет иметь в трубке скорость близкую к ௭ܷ. Приняв уровень воды H заданным, можно по-
лучить в первом приближении скорость ௭ܷ, исполь-
зуя интеграл Бернулли: ܼ  బఘ  మଶ ൌ ܼଵ  భఘబ  మଶ ,  (1) 

где координата Z0, давление воды Р0 и скорость 
воды U0 – для частиц воды на свободной поверхно-
сти жидкости в приемнике (В); Z1, Р1, Uz – анало-
гичные параметры в нижней части трубки. 

Величина Р1 зависит от условий течения жидко-
сти в лотке. Полагая в (1) Р1 = Р0, получим 
наибольшую возможную скорость Uz  движения 
воды и частиц в трубке. Таким образом, обозначая 
H = Z0 – Z1, получим 

௭ܷ ൌ ඥ2݃(2)   .ܪ 

Вращательное движение частицы в трубке 
Вращение трубки с заданной угловой скоростью Ω приводит к начальному вращению жидкости в 

трубке, а затем вращению частиц в этой жидкости. 
С достаточной степенью точности будем считать, 
что эллипсоид (зерновка) ориентирован в жидкости 
так, что его большая ось ܼз параллельна оси ОZ 
трубки. При этом  она  максимально совпадает с 
осью OZ. Покажем ориентацию эллипсоида  
(рис. 2), имеющего в текущий момент времени t 
угловую скорость ω, при этом в начале движения 
(при входе в трубку) угловая скорость равна ω0 = 0. 
Заметим, что вращательная скорость трубки ߗ ⋅ ܴ 
значительно больше осевой скорости ௭ܷ, которую 
имеет эллипсоид и жидкость.  

В элементарном слое толщиной dZз на эллипсо-
ид действуют силы вязкости жидкости, момент ко-
торых относительно оси ОZз имеет известное вы-
ражение 

dMݖз	= 4∙ ߨ ∙ ߤ ∙ ோమ	∙	మோమିమ	 ሺΩ െ ߱ሻ ∙ ܼ݀з.   (3) 

Суммарный момент сил вязкости, действующий 
на эллипсоид, получим интегрированием по его 
высоте: 

Мݖз ൌ  ିܯ݀  з ;   (4)ݖ 

Mzз ൌ 4 ∙ ߨ ∙ ߤ ∙ ܴଶሺΩ െ ߱ሻ ∙ 2ܾ ∙ ሺଵାௐమௐ ݃ݐܿݎܽ ଵௐ െ 1ሻ, 

(5) 
где ܹଶ ൌ ܴଶ/ܽଶ െ 1. 

Для упрощения расчетов введем в рассмотрение 
эффективный радиус ܽ∗– радиус цилиндра высотой 

2b, для которого Mݖз имеет такое значение, что и 
для эллипсоида. Для цилиндра радиуса ܽ∗ формулы 
(3), (4) приводят к выражению Мз	ୀ	4∙ ߨ ∙ ߤ ∙ ோమ∙∗మோమି∗మ	 (Ω-߱)2b.   (6) 

Из равенства значений (5) и (6) для различных 
значений параметра R/а получены следующие зна-
чения величины а∗/ܽ: 

R/a    3   2,5    2   1,7     1,4 
а∗/а       0,82     0,82   0,83    0,84      0,85 

Отсюда видно, что при различных значениях а 
малой полуоси можно принять с запасом 

а∗ൌ 0,8 ∙a    (7) 

и пользоваться более простой формулой (6). 

Рис. 2. Ориентация частицы (эллипсоида вращения)  
в трубке: оа = а, ob = b 

Дифференциальное уравнение вращения твер-
дого тела вокруг неподвижной оси в данном случае 
принимает вид ܬз ௗఠௗ௧ ൌ  з  (8)ܯ

или  ܬз ௗఠௗ௧ ൌ ݇ሺΩ െ ߱ሻ,     (9) 

где осевой момент инерции и постоянный коэффи-
циент k для конкретной частицы равны ܬз ൌ 2/5 ∙ ܽଶ ∙М,  (10) 

kൌ 8 ∙ ߨ ∙ ߤ ∙ ܾ ∙ ோమ∙∗మோమି∗మ.  (11) 
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Интегрируя уравнение (9) при начальной угло-
вой скорости ߱ ൌ 0, получим закон изменения 
угловой скорости: ߱ ൌ Ω ∙ 1 െ exp	ሺെ݇ ௧ೋзሻ൨ .  (12) 

Отсюда следует, что ߱ → Ω при t→∞. 
Примем приближенно закон движения центра 

частицы по вертикали в виде  

Zൌ ௭ܷ ∙  (13)     .ݐ

Выражения (12) и (13) позволяют представить 
угловую скорость ߱ в виде функции от перемеще-
ния Z: ߱ ൌ Ω ∙ 1 െ exp	ሺ ି∙௭∙ೋзሻ൨ .    (14) 

Задавшись некоторым значением ߱ ൌ ߱ଵ на вы-
ходе из трубки, можно получить необходимую для 
этого высоту трубки: ܼଵ ൌ ݄ ൌ ∙ೋз lnሺ ஐஐିఠభሻ.  (15) 

Сепарация частиц в лотке 
Все частицы при выходе из трубки (в нашем 

случае) имеют одинаковую вертикальную скорость ௭ܷ центра масс, но различные значения угловой 
скорости ߱ଵ. С такими же параметрами движения 
они попадают в однородное течение жидкости в 
лотке с заданной горизонтальной скоростью Ux. 

Примем начало координат в точке О1 (см.  
рис. 1) с прежним направлением координатных 
осей. Будем рассматривать только первоначальный 
участок движения, где вращение частиц не успева-
ет существенно уменьшиться. Здесь же в наиболь-
шей степени проявляется эффект изменения их тра-
екторий движения, отличающихся величиной ߱ଵпри определенном сохранении их ориентации. 
На частицу   действует вертикальная сила тяжести ܲ ൌ выталкивающая сила вܲ ,݃ܯ ൌ  – вܯ в݃, гдеܯ
масса жидкости, вытесненная частицей. Кроме это-
го, действует сила гидродинамического сопротив-
ления ܨሬሬሬԦ и сила Жуковского ܨжሬሬሬሬԦ. Последняя опреде-
ляется вращением частицы в жидкости и дает эф-
фект Магнуса. Сила ܨሬሬሬԦ направлена противоположно 
скорости частицы относительно потока жидкости ܸሬሬሬԦ и по модулю прямо пропорциональна квадрату 
этой же скорости: ܨሬሬሬԦ ൌ െ݇ ∙ ܸ ∙ ܸሬሬሬԦ	.     (16) 

Здесь k – постоянный коэффициент, а проекции 
скорости ܸሬሬሬԦ на оси координат имеют вид 

ܸ௫ ൌ ሶܺ െ ܷ௫	, ܸ௬ ൌ ሶܻ 	, ܸ௭ ൌ ሶܼ .  (17) 

В этих выражениях производные по времени от 
координат ܺ,ሶ 	 ሶܻ , ሶܼ െ проекции абсолютной скоро-
сти частицы. Коэффициент k в (16) можно найти 
для каждой частицы, зная ее скорость витания вܸит 
в жидкости. Согласно смыслу этой скорости, при-

равняем в случае равновесия частицы, действую-
щие на нее силы ሬܲԦ, вܲሬሬሬԦ, сሬሬሬԦܨ ܯ ∶ ∙ ݃ െܯв ∙ ݃ ൌ ܭ ∙ вܸитଶ . 

Отсюда имеем		ܭ ൌ ሺெିெвитሻ∙витమ . 

Таким образом, модуль силы сопротивления по-
лучит выражение ܨ ൌ ሺெିெвሻ∙витమ ∙ ܸଶ,    (18) 

где ܸ ൌ ඥሺ ሶܺ െ ܷ௫ሻଶ  ሶܻ ଶ  ሶܼଶ.             (19) 
Проекции вектора этой силы на оси координат 

равны ܨ௫ ൌ െܨ ∙ ሺሶିೣሻೝ ௬ܨ , ൌ െܨ ∙ ሶೝ , ௭ܨ ൌ െܨ ∙ ሶೝ.(20) 

Рассмотрим силу Жуковского ܨжሬሬሬሬԦ,	 направление 
которой получим, повернув вектор ܸሬሬሬԦ относитель-
ной скорости частицы на угол 90 по направлению 
ее вращения. Согласно этому, повернув составля-
ющую ܸ௫ሬሬሬሬሬԦ скорости ܸ ,ሬሬሬሬԦ получим направление силы ܨжуሬሬሬሬሬԦ. Аналогично, повернув ܸ௬ሬሬሬሬሬԦ на угол 90, полу-

чим направление силы ܨжхሬሬሬሬሬԦ.В каждом плоском сече-
нии частицы, параллельном плоскости Оху, на нее 
действует элементарная сила Жуковского ݀ܨжሬሬሬሬԦ , мо-
дуль которой равен ݀ܨж ൌ оߩ ∙ Г ∙ ܸ ∙ ܼ݀.  (21) 

Здесь Г – циркуляция скорости по контуру кру-
гового сечения частицы, равная Г ൌ ሺ߱ ∙ ሻݎ ∙ 2 ∙ ߨ ∙  (22)  ,ݎ

а r – радиус этого сечения частицы. 
Суммарная сила Fж равна интегралу по высоте 

частицы: ܨж ൌ 2 ∙ ߨ ∙ ܸ ∙ ߩ ∙ ߱ ∙  ଶିݎ ݖ݀ ൌ ߩ2 ∙ ߱ ∙ ܸ∙ ∙ ܹ, (23) 

где W – объем частицы; ߩ – плотность воды. 
Направление вращения (рис. 3) частицы отмече-

но круговой стрелкой, где ߱ – ее мгновенная угловая 
скорость при вращении вокруг своей большой оси, 
которая параллельна оси ଵܱݖ. Проекции силы Жу-
ковского, согласно указанному выше, равны ܨ௫ж ൌ 2 ∙ ߩ ∙ ߱ ∙ ܹ ∙ ܸ௬ ൌ 2 ∙ ߩ ∙ ߱ ∙ ܹ ∙ ሶݕ ௬жܨ , ൌ െ2 ∙ ߩ ∙ ߱ ∙ ܹ ∙ ܸ௫ ൌ 2 ∙ ߩ ∙ ߱ ∙ ܹሺܷ௫ െ ሶݔ ௭жܨ (  ൌ 0. 

Рис. 3. Гидропоток и частица  
в горизонтальной плоскости 
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Окончательно дифференциальные уравнения 
движения центра масс частиц примут вид ܯ ∙ ሷܺ ൌ െܨ ሶିೣ  ߩ2 ∙ ߱ ∙ ܹ ∙ ሶܻ ܯ , ∙ ሷܻ ൌ െܨ ሶೝ  ߩ2 ∙ ߱ ∙ ܹ ∙ ሺܷ௫ െ ሶܺ ሻ, (24) ܯ ∙ ሷܼ ൌ ܯ ∙ ݃ െܯв݃ െ ܨ ∙ ௭ሶೝ. 

Здесь ܯ െ	масса частицы, а сила сопротивления ܨ и относительная скорость ܸ имеют переменные 
выражения (20) и (21). Заметим еще, что угловая 
скорость ߱ частицы будет уменьшаться при ее 
движении в лотке. Чтобы получить ߱ ൌ ߱ሺݐሻ, со-
ставим дифференциальное уравнение вращения 
частицы вокруг ее большой оси такого же вида, что 
и (9). В данном случае следует положить Ω ൌ0, ܴ → ∞ в формуле (3) для момента сил сопротив-
ления ݀ܯз ൌ െ4 ∙ ߨ ∙ ߤ ∙ ଶݎ ∙ ߱ ∙ ܼ݀з.  (25) 

Затем находим суммарный момент ܯз ൌ െ4 ∙ ߨ ∙ ߤ ∙ ߱  ଶݎ ∙ ܼ݀з ൌ െ4 ∙ ߤ ∙ ߱ ∙ ܹвିв . (26) 

Дифференциальное уравнение относительно ߱ 
примет вид ܬз ∙ ௗఠௗ௧ ൌ െ4 ∙ ߤ ∙ ܹ ∙ ߱.  (27) 

Интегрирование уравнения (27), а затем и урав-
нений (24) позволяет найти кинематические урав-
нения движения центра масс каждой частицы: ܺ ൌ ܺሺݐሻ, ܻ ൌ ܻሺݐሻ, ܼ ൌ ܼሺݐሻ. 

Последние позволяют построить траектории 
движения этих центров масс. При интегрировании 
должны быть использованы следующие условия 
движения частицы: ݐ ൌ 0;	ܺ ൌ ܻ ൌ ܼ ൌ 0;	 ሶܺ ൌ ሶܻ ൌ 0;	ሶܼ ൌ ௭ܷ;	߱ ൌ ߱ଵ. 

Расчет движения различных частиц был произ-
веден на ЭВМ. На экран выводились как траекто-
рии центра масс частиц, так и значения их соответ-
ствующих параметров. 

Рис. 4. Траектория частиц при Ω = 800 рад/с 

На рис. 4 показаны траектории четырех частиц, 
имеющих малую полуось эллипсоида вращения а1,  
отличающуюся для этих частиц. Большая полуось в 
каждой частицы, скорость витания вܸит и плотность ߩ были одинаковы. Частицы были закручены в 
трубке, имеющей угловую скорость Ω ൌ 800 рад/с. 
При этом на выходе из трубки  частицы имели су-
щественно различные угловые скорости, соответ-
ственно ߱ଵ, ߱ଶ, ߱ଷ, ߱ସ, с которыми входят в рав-
номерный горизонтальный поток, движущийся в 
лотке со скоростью ܷ௫ ൌ 2,0	м/с. После этого дви-
жение их происходит из точки О1 в трехмерном 
пространстве и наблюдается расхождение траекто-
рий в горизонтальной плоскости O1XY. Траектории 
заканчиваются на боковой стенке лотка, располо-
женной на расстоянии 0,1 м от места ввода частиц. 
Здесь расхождение траекторий составляет пример-
но 0,15 м. В лотке угловые скорости вращения ча-
стиц уменьшаются, принимая значения ߱ଵ,߱ଶ, ߱ଷ, ߱ସ на стенке. При этом вертикальные 
перемещения зерновок ݖଵ, ,ଶݖ ,ଷݖ -являются незна	ସݖ
чительными. 

На рис. 5 показаны траектории тех же частиц 
при изменении только угловой скорости Ω трубки, 
которая принята в два раза меньше. Согласно этому 
сила Жуковского будет  меньше, как и меньше ин-
тенсивность отклонения траекторий частиц от 
направления вектора скорости ܷ௫ሬሬሬሬԦ жидкости. При 
этом расхождение траекторий также будет значи-
тельным, но снижается определенность попадания 
той или иной частицы в заданное место на стенке. 

Рис. 5. Траектория частиц при Ω = 400 рад/с 

Из анализа принятой модели можно констати-
ровать, что от скорости витания частиц в пределах 
от ଵܸвит ൌ 0,1	м/с до ସܸвит ൌ 0,16 м/с при ܷ௫ ൌ 2,0 
м/с, Ω ൌ 800 рад/с, a = 0,007 м, b = 0,0024 м про-
цесс сепарации не представляет практического ин-
тереса. 

Заключение 
На основании сказанного следует, что данный 

подход может эффективно использоваться для це-
лей обогащения, сепарации различных зерновых 
материалов на фракции в различных сферах произ-
водственной деятельности. Существенную роль 
при этом играют вопросы, связанные с интенсифи-
кацией динамического взаимодействия частиц с 
жидкостями. 
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Hydroseparation of grain materials and products of grinding are widely used in various industries. The properties of individual grains 
and the density of the fluid can vary, which greatly affects the accuracy of the process of fraction separation. The raise of 
technological efficiency of grain material fractionation by exposure to non-uniform aerohydromechanichal structures provides 
stabilization conditions, orientation and rotation of grains, leading to a more complete identification of their physico-mechanical 
properties. Basing on the laws of theoretical mechanics formulated are both the problem of obtaining grain material fractions, and the 
methods for its practical solution. The conditions of weevil movement and twisting (ellipsoid of revolving) have been established by 
means of a fluid movement in the rotating tube. Differential equations that determine the conditions of rotation of grains due to 
moving along the axis of the tube have been formulated. The conditions of Zhukovsky power action on weevil when entering a 
straight hydraulic flow have been determined. The calculations carried out with a computer have determined the trajectories of grain 
movement, and the formation of fractions regarding their properties and Zhukovsky power and have shown the possibility to improve 
the technological efficiency when forming the fractions. 

Hydroseparation, Magnus effect, fraction, ellipsoid, weevil, the trajectory, Zhukovsky power, hydrostream, orientation 
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